3. Ecuaciones diferenciales de orden superior

(© Chema Madoz, VEGAP, Madrid 2009)



Ecuaciones lineales: teoria basica

Un problema de valor inicial de n-ésimo
orden consiste en resolver la EDO lineal:

d n-1
X

a(x

1200 a0+ a0y = 90

sujeta a las n condiciones iniciales:
Y(X0) = Yo, Y'(Xg) = V1,7, y(n_l)(xo) = Yna

Resolverlo consiste en encontrar una funcion
y(X) en definida en un intervalo | que contiene a
X, donde se cumplen la ecuacion y las
condiciones Iniciales. )



Existencia de una solucidon Unica
(Condicion suficiente)

Sea a,(x), a,,.1(X), ..., 85(X), Y g(x) continuas en I,
con a,(xX) = 0 paratodo xde |. Si x =X, es
cualguier punto de este intervalo, entonces existe
una solucion y(x) del problema anterioren |y es
unica.
*Ejemplo:
3y"+3y"+y +7y=0,y(1)=0,y @) =0y 1) =0

posee la solucion trivial y(x) = 0. Como es una ED de tercer
orden lineal con coeficientes constantes, y(x) = 0 es la Unica
solucidn en cualquier intervalo que contenga a x = 1.



e Ejemplo: Comprueba quey = 3e2x+ e —-3x esla
unica solucion de

y'—4y =12x, y(0) =4, y'(0) =1

La ED es lineal, los coeficientes y g(x) son todos
funciones continuas, y a,(x) = 1 es distinto de 0 en
cualquier intervalo gue contenga x = 0. La solucidn
propuesta cumple la EDO y es uUnica en |.

Comprueba que y = cx2 + x + 3 es solucion del PVI:
Xy —=2y'+2y=6, y(0)=3,y'(0)=1

en toda la recta real. Este PVI tiene infinitas soluciones. Observa que el

coeficiente de la derivada a,(x) = x?2 mas alta se hace cero en x =0y ese

punto necesariamente tiene que estar incluido en | porque lo imponen las
condiciones iniciales.



Problemas de valores en la frontera

d?y

e Resolver: az(X) i >+ ay(X) y+ao(X)y g(x)

sujeta a : y(@)=Y,,yMd) =y,

solutions of the DE

Ly

se llama problema de valor

en la frontera (PVF) y a las
restricciones se conocen

como condiciones de contorno
o condiciones en la frontera.

Nota: Las condiciones de contorno

PQ

oN

pueden ser tambien sobre las derivadas.

"2
~
X



Vimos que X =c, cos 4t + ¢, sin 4t era solucion de
X"+16x =0

(a) Supongamos el PVF x"+16x=0,x(0)=0, x(@ =0

Si x(0) =0, entonces c, =0,y X(t) = c, sen 4t.
Si x(n/2) = 0, obtenemos 0 = 0 independientemente
de c,. De modo que tenemos infinitas soluciones.

(b) Si X"+16x=0,x(0)=0, X(ijo

tenemos que c; =0, ¢, = 0:
X(t) = 0, solucidn unica.

©)s x"+16x=o,x<0)=o,x(72”j=1
tenemos quec, =0,y1=0
(contradiccion). No hay solucion.




La siguiente EDO lineal de orden n:

1

nl(x)d;h +a(0 Y+ a9y = 90

se dice que es no homogeénea.

1

(05 Y 3,40 T+ 00 Y + a0y =0
X dx

si g(x) = 0 la ecuacion es homogénea.

Veremos que para resolver una ecuacion no
homogéenea tendremos que resolver también la
ecuacion homogénea asociada.



Operadores diferenciales

 Sea Dy = dy/dx. Al simbolo D se le [lama operador
diferencial. Definimos a un operador diferencial de
n-ésimo orden u operador polinominal como

L=a (x)D"+a _,(X)D"" +---+a,(Xx)D +a,(X)
 El operador diferencial L es un operador lineal:
L{at (x) + £9(X)} = aL(1 (X)) + SL(9(X))

Podemos escribir las EDOs anteriores simplemente
cComo

L(y) =0y L(y) = 9(x)



Principio de superposicion
(ecuaciones homogéneas)

Seany,, VY., ..., ¥, soluciones de una ecuacion
diferencial homogénea de n-ésimo orden en un
Intervalo I. Entonces la combinacion lineal

Y = CY1(X) + Co¥o(X) + ...+ Cry(X)
donde c, 1=1, 2, ..., k, son constantes arbitrarias,
también es una solucion en el intervalo.
Ejemplo: Las funciones y, = x4, y, = X% In x son ambas

soluciones en (0, ©)de x’y"—2xy'+4y=0
Luego y = x2 + x?2 In x también es una solucién en (0, o).

Nota:
(A) y(X) = cy,(x) también es solucion si y,(x) es una solucion.
(B) Una ED lineal homogénea siempre posee la solucion trivial y(x) = 0.



Dependencia e independencia lineal

Un conjunto de funciones f;(x), f5(x), ..., f,(X) es

linealmente dependiente en un intervalo I, si existen
ciertas constantes c,, C,, ..., C,no todas nulas, tales
que:

C,f,(X) + Cofp(X) + ... + C . (X) =0

Si el conjunto no es linealmente dependiente, entonces
es linealmente independiente.

En otras palabras, si el conjunto es linealmente
Independiente, cuando:

c,f;(X) + c,f,(x) + ... +c,f (X) =0
entonces necesariamentec, = ¢, = ... =c, = 0. y



¢, Son estas funciones linealmente independientes?

J

y

(a) (b)

C1f1(X) + Cof(x) = 0
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Ejemplo: Las funciones f; = cos?x, f, =sin?Xx,
f, = sec? x, f, = tan? x son linealmente
dependientes en el intervalo (-n/2, =/2)

porque

C, COS?X +C, SiN? X +C, sec? X +c,tan? x = 0

conc,=c¢,=1,¢c5=-1,¢c,=1.

Ejemplo: Las funciones f, =x”+ 5, f, = x*2 + 5x,
f, =x—1, f, = x2 son linealmente dependientes
en el intervalo (0, «), porque
f,=1-f,+5- f;+0-1,



Wronskiano

Supongamos que cada una de las funciones f,(x),
f5(X), ..., f,(X) posee al menos n — 1 derivadas. El
determinante

fl 1:2 fn

f.' f.' f !

W(f,..., f,)= : ’
f (n-1) f (n-1) L .I:n(n—l)

se [lama el Wronskiano de las funciones.



TEOREMA Criterio para soluciones

linealmente independientes
Sean y,(X), Y»(X), ..., Y,(X) soluciones de una
ED homogénea de n-eésimo orden en un intervalo I.
Este conjunto de soluciones es linealmente
iIndependiente si y solo si W(y,, Y,, ..., ¥,) # 0 para

todo x en el intervalo.
\_

J

DEFINICION _ _
Conjunto fundamental de soluciones

Cualquier conjunto y,(X), Y»(X), ..., Y,(X) de n

soluciones linealmente independientes de una ED

homogénea de n-ésimo orden se llama conjunto
_fundamental de soluciones.

~




TEOREMA

Existe un conjunto fundamental de soluciones
para una ED lineal homogénea de orden n en un
Intervalo |.

. . . N
Existencia de un conjunto fundamental

J

.
TEOREMA

Solucion general (ecuaciones homogeéneas)

Sea y,(X), Y»(X), ..., Y,(X) un conjunto fundamental
de soluciones de nuestra ED lineal homogénea en

un intervalo I. Entonces la solucion general es

Y = Cy1(X) + Coyo(X) + ... + Cryn(X)
donde c; son constantes arbitrarias.

~

& J




 Las funciones y, = e, y, = e son

soluciones de

y" =9y =0 en (-, ©)
Observa que I
W(e3x 1e_3x) = 3 3X 3 —3X
€ — o€

para todo x. Luego son independientes.
Asi que y = c,y, + c,Y, es la solucion general.

=—06=0

Por ejemplo, la funcién y = 4 sinh(3x) - 5e3*
es una solucion. Observemos que

3X —3X
. 3X -3x __ -3x __ e —€ _ Epa—3X _
y=2e"-2e " =oe _4[ 5 j € "= 4 sinh 3x — 53



» Las funciones y, = eX, y, = e?,y, = e son
soluciones de y”’ — 6y” + 11y’ — 6y = 0 en (-0, ).

Como .

W(ex | er | e3x) _ ex
ex

para todo valor real de x.

eZX

ZeZX
4

e3x

363X
9e3X

=2e% £0

y = c,eX + c,e? + c,e’* es la solucion general

en (-oo, o).

17



A

Solucién General

(Ecuaciones no homogéneas)

Sea y, cualquier solucion particular de una EDO no
homogénea en un intervalo I. Y sea y,(X), Y,(X), ..., Yi(X)
un conjunto fundamental de soluciones de su EDO
homogéenea asociada, entonces la solucion general de
la ecuacion en el intervalo es

Y=Cy1 T CYo +... T Oy vy,
donde las ¢;, I= 1,2,....,n son constantes arbitrarias

- /

Y=Cly1 ¥ CYo T T O YT Y=Y T Yy
= funcidn complementaria + una solucidn particular



* Lafunciony, =-(11/12) - %2 x es una
solucion particular de

y"—6y"+11y' — 6y = 3X

La solucion general es

y:yc+y|o:(:1ex+c:2ezx+cge3X 11 lx
12 2




m Principio de superposicién\

(ecuaciones no homogéneas)
Dadas k EDOs

a, ()Y +a,, (X)y" +-+a (X)y +a,(x)y = g;(x)

coni=1,2, ...,k
Si 'y, denota una solucion particular de la ED

I-esima correspondiente a g;(x), tenemos que
yp — yp1 (X) + yp2 (X) T ypk (X)
es una solucidén particular de
a,()Y"™ +a, ()Y +-+a )y +ay(x)y

\_ =9+ G )+ +0c(X) Y,




 Observemos que
Yp1 = -4X# es una solucion particular de

y'-3y'+4y = —16X* + 24X — 8
Yp2 = €2 es una solucion particular de
y'=3y'+4y = 2e**
Yp3 = X€X €s una solucion particular de

y'-3y'+4y =2xe” —e”

Entonces Y=Y, tY¥, +Y,, €sunasolucion de

y' =3y +4y =—16X" + 24x -8+ 2e°* + 2xe* —e*
61 (x) 92 (X) 93 (x)




Reduccion de orden

Sabemos gue la solucidon general de

a,(X)y" +a(x)y +a,(x)y=0
€Sy =C1y; T GV
Supongamos que Yy, (X) denota una solucion
conocida (no trivial). Puesto que la solucion vy,
es linealmente independiente, supongamos gque
Y,(X) = u(x) y,(x). Nuestro objetivo sera
encontrar una tal u(x). El método se conoce
como reduccion de orden.



Dada y, = eX solucion de y’ —y = 0, hallar la segunda
solucion y, por el metodo de reduccidn de orden.

Solucion
Si y(x) = u(x)e*, entonces
y'=ue” +e'u’, y"=ue” +2e’u’+e’u”

que sustituyendo en la EDO: y"-y =e*(u"+2u') =0
Como e*= 0, nuestra EDO se convierte en: u"+2u'=0
Ahora "reduciremos" el orden de la ED gracias al
cambio: . W2w =0

w=u

gue integrando por separacion
de variables y deshaciendo el
cambio, nos proporciona: u=-Y2ce* +c,

/

w=ce *=u



Hemos hallado la segunda solucidn y, por el
metodo de reduccidon de orden:

y =u(x)e” = —Zle‘x +C,e"
Recordemos que teniamos y, = €* como
primera solucion de y” —y = 0. Si tomamos c,
=0, ¢, = -2 para nuestra segunda solucion,
tenemos y, = e’
Observa que W(e*, e*) = 0 para todo X, de
modo gue las soluciones son independientes.



Caso general

e Escribimos la EDO en la forma estandar

y'+P(X)y' +Q(x)y=0

Sea y,(X) una solucion conocida de la
EDO e y,(x) # 0 para todo x en el intervalo.

» Sidefinimos y(x) = u(x)y,(x), tenemos
y'=uy; +yu', y' =uy; +2y,u’+ yu”
y'+ Py’ +Qy
=ulyr+ Py; +Qy ]+ yu"+ (2y; + Py, )u"=0

cero




y,u" +(2y; + Py )u'=0

empleando el cambiow = U’
dw ,
YW+ (2y; + Py )w=0 — y; -+ (2y; + Py w =0

Dividiendo dw ' dw '
entre y,w W 1291 gx = —Pdx j—+2jﬁdx:—dex+c
y multiplicando W y W
por dx: 1 1

In|wy; |=—[Pdx+c wy? = c,e”/P®

e—dex
Luego  u=g] v dx +c,
1

Tomando c, =1, ¢, = 0, obtenemos
—[P(x)dx
€
Y2 = Y1(X) ax
2= %09 y; (X)




La funcidén y,= x? es una solucion de
2 1

X“y"'-3xy'+4y =0

Hallar la solucion general en (0O, ).

Solucion: 3 4

La forma estandares y"——y'+—5 =0
X X

Dando los pasos anteriores, demuestra gue:

, e?;jdx/x )
Y, =X j ;—dx=Xx"Inx
X

., 2 2
La solucion general es: Yy =¢ X" +C,X"InX



e La ecuacion diferencial ay” + by = 0 se resuelve
ya sea mediante separacion de variables o
mediante la ayuda de un factor integrante.

 Observa que si despejamos Yy~ de la ecuacion
diferencial ay” + by = 0 se obtiene y’ = ky,
donde k es una constante.

Esto nos revela la "naturaleza" de la solucion: la
unica funcion elemental no trivial cuya derivada
es una multiplo de si misma es la funcion
exponencial, y(x) = e™, Lo que resta sera
determinar el valor de m...



Ecuaciones lineales homogéneas
con coeficientes constantes

a,y" +a, YV ++ay +ay +ay =0

donde a; son constantes, a, = 0.

Ecuacidon o polinomio auxiliar :
Paran=2, ay +by'+cy=0

Si probamos y(x) = e™,

e™(am? +bm+¢) =0 am’ +bm+c=0

obtenemos la ecuacion auxiliar.



am’+bm+c=0

Las dos raices del polinomio auxiliar son:

m, = (-b + vb? — 4ac)/2a
m, = (-b—/b? —4ac)/2a

(1) b% —4ac > 0: reales y distintas, m; #m, ..

(2) b% —4ac = 0: reales e iguales, m; = m, = -b/(2a).

(3) b% — 4ac < 0: complejas conjugadas,
m=a+18,m =a—1p




« Caso 1: Raices reales y distintas

La solucion general es

m1 X M- X
y=Ce™ +Cye

¢,Por que?

 Caso 2: Raices reales repetidas

My X . -
yl —e ! Para obtener la segunda solucion utilizamos el
método de reduccion de orden, recordando que

m, = m, = -b/(2a).

2my X

e
Y, = emlxj s AX = emlxjdx = xe™
e

La solucion general es

My X
y =C€ 1

c,xe""




e Caso 3. Raices complejas conjugadas
Escribimos m =a+ig,m, =a-if, una
solucién general es Y =Cie""* +Ce'“
Usando la formula de Euler:

'’ = cos@ +isin@

' = cos Ax +isin Ax e =cos fx —isin fx
e +e ™ =2cos px e —e ' = 2isin px



Como Y =Ce®"* 4+ Cel**  ag solucion
general, tomando C, =C,=1yC,;=1,C,=-1,
tenemos dos soluciones:

y, = e (e + ™) = 2™ cos X
Y, = e (e —e™) = 2ie™sin px

Asi, e cos /Xy exsen [X son un conjunto
fundamental de soluciones y la solucion general
es

y =c,e” cos(/X) + c,e” sin(fx)
y =e”(c, cos(AX) +c, sin(5X))

33



* Resolver las EDs siguientes:

(a) 2y"-5y'-3y=0
2m° -5m-3=(2m+1)(m-3), m =-1/2, m, =3
y=ce? +c,e”

(b) y"-10y'+25y =0
m°-10m+25=(m-5)*, m,=m, =5
y =c.e” +c,xe™

(C) y"+4y'+7y=0
m°+4m+7=0, m =-2+-/3i, m,=-2—-/3i
a=-2, f=+3, y=e?*(c,cos~/3X+cC,5en/3x)



Resolver 4y"+4y+17y =0, y(0)=-1, y'(0) =2
Solucion:
4m* +4m+17=0, M =-1/2+£2]

y =e*'%(c,c0s2x + ¢, Sin 2x)

y0)=-1 ¢ =-1 ey(0)=2 - c,=3/4

35



Resolver las ecuaciones:

Y”-I-k2y=0, Y”—kzy=0, k>0

Para la primera ecuacion ;: Y = C; COSKX + C, SInkx

Para la segunda ecuacién : y =ce* +c,e

Como y, =1/2(e® + ™) = cosh(kx)
y, =1/2(e" —e™) = sinh(kx)
Luego
y = C, cosh(kx) + ¢, sinh(kx)

36



Ecuaciones de orden superior

Dada la EDO:
(n) (n-1) " ' —0
any +an—1y -I-'°°-I—8.2y +a1y +a0y_
La ecuacidon asociada
am’+a,_m"+---+am’+am+a, =0

se [lama su ecuacidon auxiliar .

37



Resolver y"+3y" -4y =0
Solucion:

m® +3m° —4 =(m-1)(m* +4m+4) = (m -1)(m + 2)°

X —2X —2X
y=Ce" +C,e " +CyXe

Resolver d4y+2ﬂ+y:0
Solucioén: dx* dx’
m*+2m° +1=(m*+1)°* =0
m=my=1,m,=m, =—I
y =C.e” +Ce ™ +Cxe™ +C,xe™
= C, COS X + C, SIN X + C3XCOS X + C,XSIN X



Raices complejas repetidas

e Sim, = a+1f es unaraiz compleja de
multiplicidad k, entonces m, = a -1/ es
tambien una raiz compleja de multiplicidad
K. Las 2k soluciones linealmente
iIndependientes son :

e™ c0os X , Xe™ cos X , x’e™ cos BX , ---, X e®™ cos X

e”senpx , xe™senpx , x’e”senpx, ---, X< 'e™senfx



Coeficientes iIndeterminados

Si queremos resolver

-1 /
a, Y™ +a, y" +ray +ay = g(x)

Tenemos que hallary =y, +y,. Veamos como
hacerlo, en este caso general, mediante el

meétodo conocido como de coeficientes
Indeterminados.



Coeficientes iIndeterminados

Simplemente haremos una conjetura sobre la forma
de la posible solucion particular a partir de la g(x) que
debera ser un polinomio, seno o coseno, exponencial o
combinacion lineal de todas ellas...

Gracias a gue las derivadas de las combinaciones
lineales de estas funciones vuelven a ser ellas mismas,

parece razonable que busquemos soluciones particulares
de la misma forma...

Vamos a ilustrar la idea con algunos ejemplos

v



Resolver V'+4y'-2y =2x*—3X+6

Solucion:
Ya sabemos como obtener una solucion y, de la
ecuacion homogénea asociada. Ahora, queremos

hallar y,

Como el lado derecho de la ED es un polinomio,
supondremos Y, = Ax® + Bx+C, entonces,

tras sustituir: Y, =2AX+B, y,"=2A

2A + BAX +4B — 2Ax2 —2Bx—-2C =2x2—-3x + 6
—-2A=2 ,8A-2B=-3,2A+4B-2C =6

A=-1B=-5/2,C=-9 yp:—x2—2X—9




Hallar una solucion particular de
y'—y'+y = 2sen(3x)
Solucion:

Probemos y, = A cos(3x) + B sen(3x)
Tras sustitulr,

(-8 A—3B)cos(3x) + (3A—-8B)sIn(3x) = 2sin(3x)
Luego

A=06/73, B=-16/73

6 16
Y, = 73 cos(3X) — 73 sen(3x)




Resolver  Y'-2y'-3y =4x -5+ 6xe**

Solucion: o3

Solucion homogénea

—X
Ye =CE  +GC,

Pensando en el principio de superposicion:

Probemos Y, = Ax+ B +Cxe® + Ee**

Tras sustituir,
—3Ax—2A—3B—-3Cxe** +(2C —3E)e**
= 4X —5+ 6xe**

Luego A __4/3 B=23/9,C=-2, E =-4/3
Y, = LA B3 gyex A

3 9 3

y=ce™” +02e3x—4x+23—(2x+4j e
3 9 3



Determinar una y, de V'—5y'+4y = Qo

Solucion:
Probemos: y, = Ae”
Tras sustituir: O = 8eX (conjetura incorrecta)

El problema esta en que la funcion complementaria es: y =C ex + C e4
Y la suposicion ya esta presente en'y... C 1 2

Probemos como alternativa: y, = Axe*
Tras sustituir: -3Aex = 8eX
Entonces: A = -8/3,

Y, = (—8/3)xe*

X



e Si ninguna funcion en la supuesta y, es parte de y,

En la siguiente tabla se muestran soluciones particulares de prueba.

g(x) Formade Y,

1. 1(unaconstante) A

2. OX+ 7 Ax+ B

3. 3x% -2 Ax* + Bx+C

s, X*-x+1 AX+Bx*+Cx+E

5 Sendx Acos4x+ B sen4x

6. CO0S4X A cos 4x+ B sen 4x

7 e5x AeSx

8. (9x—2)e* (Ax+ B)e™

9. x‘e™ (Ax® + Bx + C)e™*
10, €7sen4x Ae™ cos 4x + Be¥sen 4x
11, 5x°sen4x (AX® + Bx+C) cos 4x + (Ex? + Fx+G) sen 4x
12 xe3*¥cos 4x  (Ax+B)e® cos 4x + (Cx + E)e**sen 4x
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Hallar la forma de y%
(a) y"-8y'+25y=5x"e" —7e™"

Solucion:
Tenemos que 9(X) = (5x° —7)e™ y probamos con

= (AX’ + BX* + Cx+ E)e™

No hay duplicacion entre los terminos y, e y,

(b) y” + 4y = X cOS X

Solucion:

Probamos con X, = (Ax+ B)cosx+ (Cx+ E)sinx
Tampoco hay duplicidad entre los terminos y, y y,-



Hallar la forma de y, de y"-9y'+14y = 3x* —5sen2x + 7xe*

Solucion: ,
Para 3x2: ypleX + Bx+C

Para-5sen 2x: Y, = E cos2x+ Fsen2x
Para 7xe®x: Yo, = (Gx+ H )eﬁx

Ningun término de Y, = Y, T Y,, T Yp,duplica un
término de y,



Asi que la regla formal en este caso es que la solucion
particular es una combinacidn lineal de las
funciones linealmente independientes que se
generan mediante diferenciaciones repetidas de

g(x).

¢ Y cual es la regla si la solucion particular asi propuesta
es también una solucidon de la ecuacion homogénea
asociada?

Si algunay, contiene téerminos que duplican
los terminos de y,, entonces esay, se debe
multiplicar por x", donde n es el entero
positivo mas pequeiio que elimina esa
duplicacion.



Resolver  Y'+Yy=4x+10senx, y(z)=0, y'(r) =2
Solucion: Y. = C, COS X + C,Senx

Primero probamos: y, = Ax + B + C cos x + E sen x

Pero hay una duplicacion.

Entonces probamos con
yp = AX+ B + CX cos x + Ex sen X

Tras sustituir y simplificar,
A=4,B=0,C=-5E=0

Luegoy = ¢, COS X + C,Sen X + 4X — 35X COS X

Como y(rn) =0, y'(r) = 2, tenemos
Yy =9mncos X + 7sen X + 4x — 5X cOS X



Resolver y"'-6y'+9y = 6x° + 2 —12e**
Solucion:
=C eSX + C XeSx Este término esta
yC 1 2 / duplicado, aparece ya
y, = Ax* + Bx+C + Ee™ enYe
N ~ N

ypl ypZ

2 2 A 3X
Debemos probar con: yp — AX + BX + Q + EX“e

Ym Y,

Tras sustituir y simplificar,
A=2/3,B=8/9,C=2/3,E=-6

Luego

3X 3X 2 2 8 2 2 . 3X
=Ce™" +C,Xe™" + X"+ -X+—-—6Xx€
y=¢ 2 3 9" "1

51



Resolver y”+ y"=e"cosx

Solucion:
m3+m?=0,m=0,0,-1
Ye = C1t CX + C5€7~
Probamos como solucion particular:
y, = Ae* cos x + Be* sen X
Tras sustituir y simplificar,
A =-1/10,B =1/5

Luego

w1 1
Y=Y, +Y, =C +CX+Ce" —Eexcosx+gexsenx



Hallar la forma de y, de y @ 4y =1-x%

Solucion:
— 2 .
Y. = C,;+ C,X + C X4 + C e

o 2 ~—X —X —X
Prueba: Yp = A +Bx’e +Cxe " +Ee

ypl yp2

Como aparece repetido en la solucion homogénea,
necesitaremos multiplicar A por x3y (Bx%e™ + Cxe™ +

Ee™) por x. Prueba ahora:

y, =AC +Bx’e " +Cx’e * + Exe™*
Yoo y\gz
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Método del anulador

Sigue los apuntes de Jose Olarrea.



Meéetodo de variacion de parametros
a,(X)y" +a,(X)y +ag(x)y = g(x)

y'+P(X)y' +Q(x)y = f(X)

donde P(x), Q(x) y f(x) son continuas en |I.
Conocidas y,(x) e y,(x) soluciones . I. de
la ec. homogéenea asociada, probaremos
como solucidn particular:

Y = U (X) Y1 (X) + Uy (X) Yo (X)



Yo = U (X)Y1(X) + U, (X) Y, (X)
Sustituimos y,’, y,” en la EDO:

yp + POy, +Q(X)y, 0 0
= U [y; + Py Qy, ] +u,[y; + Py, +Qy,]

+ YUy +Ugy; + YUy + Uy, + PLy,ur + Y,us 1+ 2yiUr + 2y5U;
—i[yu']+i[y u, ]+ P[y,u; + Y,u5]+ yju; + ysu:
gy D T g L2 U + Yol [+ YUy + YoUs

d ' ’ ' ! U 11!
— &[ylul -+ y2u2] + P[ylul + y2u2] + y]_u]_ + y2u2 — f (X)



d / / / / /, ./ / /
&[ylul + YU, ]+ PLyu; + y,us [+ yiu, + you; = T(X)

Necesitaremos dos ecuaciones para encontrar valores
de u,y u,. Exijamos que: y,u,’ +y,u,’ =0, para
obtener una ecuacion adicional y de paso que la EDO
se reduzca a: y, u, +y,’u, = f(X).

De modo que nos gqueda el sistema de ecuaciones:

\

y.u; +y,u, =0

Y. Uy + Y, Uy = f(X) )




Expresado en términos de determinantes

W vty W %I

u],_::

W W W W
donde
0 0
w= Yol w Vol w, =%
Vi Y> f(x) vy, y: T (X)

De donde encontraremos, por integracion, las
soluciones.




Resolver  y'-4y+4y=(x+1)e”
Solucion:
m?—4m+ 4 =0, m = 2 (cero doble)
yl — eZX’ y2 — Xe2X’

2 X 2X
e Xe
W™, xe™)= = e, =€ 20
2e 2%xe’" +e
Como f(x) = (x + 1)e?, entonces:
2X 2X
W= X ke W= (e
(x+1e”* 2xe”* 2e“"  (x+1)e””
S w0 W w0
LW W W W
4x 4x
,  (x+Dxe™ ., ,  (x+De™
U, =— 1 ==X"=X,Uy=——,— =X+l
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U, =—X>—X, U, =x+1

Luego
u, = (-1/3)x3 - % x?, u, =% x? + X

Recordemos que: Y, = Uy (X) Y3 (X) + Uy (X) Yo (X)
yl — eZX, y2 — Xe2X

X = (—1x3 —1x2je2X + (1 X% + x)xezx = Ex?’ezx n lxzezx
3 2 2 6 2

1 1
=y, +Y, = +cxe” + ~x%e™ + ~x%e?
C p 2 6 2



Resolver 4y"+36Y = CSC3X
Soluciodn:
y" + 9y = (1/4) csc 3x
m?+9 =0, m= 3i, -3
y, = cos 3X, Y, = sin 3X, f(x) = (1/4) csc(3x)
Como

. COS3X SIn 3X
W (cos3x, sin3X) = _ =3
—3sIn3X 3Cc0S3X

B 0 Sin 3X
' 114 csc3x  3cos3x

1

COS 3X 0
: W, = _ 1 cos3x

_3sin3x 14csc3x| 4 sin3x




u’—Wl— 1 u’—WZ— 1 cos3x
17"W 12 * W 12 sen3x

Entonces u, =-112x, u, =-1/36 In | sen3x|

1 1
= ——XCc0S3X+—(sen3x)In|sen3x
T -5 (5en3x) In| sen3x|

y=Y.+Yy,=CC0s3x+ czsenBX—%x0033x+3—16(sen3x) In | sen3x |



L 1
Resolver Y -y=—

X
Solucion:

m—1=0,m=1, -1

y, = €%y, = e f(x) = 1/x, y W(e*X, e*) = -2

Luego , e *(1/x) 1 xe
U1=— _2 ,Ulzé XOTdt

, ex(llx) (-

Uy = — u,=—[ =

—2 2 %0 t

1 X e‘t 1 X et
="e"| ——dt-Ze™| —dt

Yp _[XO ¢ o t

X ]-xxe_t 1 x @'
e A PR



Ecuaciones de orden superior

Para las EDs de n-ésimo orden de la forma

YW+ P ()Y 4+ BO)Y + Py (X)y = f(X)

tomamos y, = u;y; + Uy, + ... +uy,, dondey;,1=1,2, ..., n,son
la familia de soluciones independientes que forman y,. Asi:

( / ' '
- YiUp + YoUp 4+ YUy =0
Suposiciones

imolifi ' F ! Fodd
pars SIHIGAr 1 YU+ Yy + -+ YU, = O

|
(n-1), v (n-1), .v (n-1),.r
Y1 U +Y, U, +---+ Y, Un—f(X)
Que nos lleva a las ecuaciones soluciéon u, =W, /W conk=1, 2, ..., n.

Donde W es el wronskiano de la y's y W, es el determinante que se
obtiene de sustituir en W la k-ésima columna por (0, 0,..., f(x)).



Ecuacion de Cauchy-Euler

Forma de ecuacion de Cauchy-Euler

n n-1

d'y
- N n—1

dx dx

y dy
+o+aX——+a,y = g(X
1% dx oY = 09(X)

n-1
e Método de solucidn

Probamos y(x) = x™, donde debemos determinar m, para

resolver la ecuacion homogénea asociada: Observa que:
K

aka d_ky = akam(m —1)(m — 2)(m —k _|_1)Xm—k

=am(m-)(m-2)---(m-k +1)x"

— (a,m(m-1)(m-2)---(m-n+1)+..+am+a, )x" =0



Ecuacion auxiliar , d2y
aX
dx’
Paran =2,y =Xx" tenemos
(am(m-1)+bm+c)x™"=0, o
am?+ (b-am +c=0

Caso 1: Raices reales y distintas

m m
y=CX ' +C,X "

dy

+bx—+cy=g(x)
dx

Observa que
tenemos que ax?
es igual a cero en
x = 0. Para
asegurar
existencia y
unicidad,
tomaremos

| = (0, ).

2
Resolver xzd—g_ZXd_y_4y:o
., dx dx
Solucidn:
Tenemosa=1,b=-2,c=-4
m2—-3m-4=0,m=-1, 4,
y = C,; X1+ Cc x4
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Caso 2: Raices reales repetidas

e Dedujimos Yy, =x"Inx

Luego y=CX " +C,X tInx
,d%y dy
Resolver 4x F+8xd—x+y=0
. X
Solucion:

Tenemosa=4,b=8,c=1
AM?+4m+1=0 m=-Y, -1

—1/2 —1/2
y=CX “+CX “Inx



Caso 3: Raices complejas conjugadas

 Orden superior: multiplicidad k

™ x™Inx, x™(Inx)?, -, x™(nx)*"
 Caso 3: raices complejas conjugadas
mlz o + |ﬂ, m2: a_iﬂ’
y — Clx(a+ I,B) + sz(a- I,B)
Como
XB= (enx)if = efinx=cos(FIn x) + i sen(SIn x)
x'#=cos (BIn x) —isen (SIn X)
Luego
y = ¢, X% cos(fIn x) + c,x*sen(f In x)
= X% [c, cos(fBIn x) + c,sen(SIn x)]



Resolver 4x2y”-|-17y =0,y =-1 y'(D) = _;
Solucion:
Tenemosa=4,b=0,c=17

AMm2 —-4m+ 17 =0, m =% + 2|

y = x"?[c,cos(2InX) + ¢, sin(2In x)]

Aplicando y(1) = -1, y’(1) = 0, tenemos que ¢, = -1, ¢, = 0,

y = —x"?cos(2 Inx)

}.
10
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d°y d?y . dy
T 4BX L+ T7Xx-2+8y=0
zeth_"?r e e T ax Y
olucidn:
Seay = xm,
2
Y mxmt d—Z =m(m-1)x"*
dx dx
CB

=Y~ mm-1)(m-2)x™?

dx

Luego tenemos x™(m + 2)(m? + 4) =0
m=-2,m=2i,m=-2

y = C,X?+ C,C0S(2 In x) + c5Sin(2 In x)



Resolver x°y"-3xy'+3y = 2x"e*

Solucion:

Tenemos(IM—-1)(M-3)=0,m=1, 3
yc = C1X T CZX3

Usando variacion de parametros,

yp = ulyl T u2y21 dOnde yl = X, y2 — X3

Escribimos la ED como Y’ —§y’ +%y = 2x°e
X X

X

Luego P(x) = -3/x, Q(x) = 3/x?, f(x) = 2x?%e*



Asi 3
W — X x2
1 3x
0
W. =
b ox%e
Hallamos

= 2x3
3
X
, = -2x°eX W, =
3X
2x°e*
Uy = -~ =-x%",
2X

U, = —xe* +2xe* —2e*, Uy =€

X 0
_ 34X
1 2x%* =2xe
Co2xe*
u2: 3 —
2X

Vo =Y, +UyY, = (—xe” +2xe* — 2*)x + e*x’

— 2x%e* — 2xe*

Y=Y, + Y, =CX+CX +2x%e* — 2xe”



Una ecuacion de Cauchy-Euler siempre se puede escribir
como un lineal de coeficientes constantes haciendo el
cambio de variable: x = et. Por ejemplo: Resuelve asi:

X°y"—xy'+y=Inx

X = @'
t=Inx
dy dydt 1ldy
dx dtdx xdt

oy A% 1o 18w 1o 1)
dx® dx\ x dt x° dt dx \ dt x° dt dt \ dx

1y 1 i(idlj _1(d’y dy
x? dt x|\ dt\ x dt x? | dt® dt




X“y"—xy'+y =Inx

y=ce' +c,te' +2+t

y=CX+C,XInX+2+1InX



Unos ejemplos de ecuaciones no
lineales

Resolver  y"=2x(y')?

Solucion:
Esta ecuacion no lineal carece de término eny.
Sea u(x) =y, entonces du/dx = y”,

du 2 du
o=2XUT T =2xdx U =XT 4G

dx u2 /‘
(Se escribe en esta forma solo por conveniencia para luego
Integrar
grar) dy 1

Comoul=1/, dx X +c

y=—[ X _LlantXic
Entonces, X2+C12 ¢, G, 2




Resolver yy"'=(y')*

Solucion:
Esta ecuacidn no lineal carece de término en X.

Sea u(x) = y’, entonces
y” = du/dx = (du/dy)(dy/dx) = u du/dy

ay u y
Inju| = Inly| + ¢,, u = ¢,y (donde ¢, =+e* )
Como u = dy/dx = ¢y, dyly =c,dx
Inly| = ¢, X + c,
y = C4eC2X




e Supongamos gue existe solucién para:
Y =x+y-y*, y(0)=-1, y'(0)=1

Si ademas suponemos gue y(x) admite
desarrollo en serie de Taylor centrado en O:

(o) YO o y0) o YOO .

y(x)=y(0) + 2! 3! Al

Como y(0) =-1, y’(0) = 1, de la ED original:

y"(0) = 0 +y(0) — y(0)* = -2.
Derivando sucesivamente la ED original:

nm d ! !
y() = (x+ y—y°)=1+y' -2yy



d ! 4 " " '
y(4)(x):&(1+y ~2yy) = y" = 2yy" = 2(y")°

y

Taylor polynomial

... podemos utilizar el 1 |
mismo metodo para ] ety

obtener y(B)(O) = 4’ y(4)(0) ver

Y encontrar una /
aproximacion en Taylor I

de la solucion:

2 1 j:
X)=—1+X—X*+=xX>—=x*+---
y(X) =2



Una ultima observacion: La ED de este
ejemplo: ,
FIPD yroxey-y?, y(@)=-1, y(0)=1

es equivalente (mediante cambio de
variable) al sistema de ecuaciones
diferenciales:

(

dy
)4
du ,
== =X+y—y
0).4
y(O) :_11 U(O) =1
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